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LE GROUPE FONDAMENTAL D’UN ESPACE HOMOG `ENE
D’UN GROUPE ALG ´EBRIQUE LIN ´EAIRE
MIKHAIL BOROVOI ET CYRIL DEMARCHE
RE´SUME´. Soit X un espace homoge`ne d’un groupe alge´brique line´aire connexe
G sur C. Soit x ∈ X(C). On de´signe par H le stabilisateur de x dans G. On
montre que l’on peut de´finir alge´briquement le groupe fondamental topologique
pi top1 (X(C),x) si ce groupe fondamental topologique est abe´lien. Si Pic(G) = 0
et H est connexe ou abe´lien, on calcule pi top1 (X(C),x) en termes des groupes de
caracte`res de G et H. En outre, si G et X sont de´finis sur un corps alge´briquement
clos de caracte´ristique p ≥ 0, on calcule la partie premie`re a` p du groupe
fondamental e´tale de X en termes des groupes de caracte`res de G et H (si
Pic(G) = 0 et H est connexe).
ABSTRACT. Let X be a homogeneous space of a connected linear algebraic
group G defined over C. Let x ∈ X(C). We denote by H the stabilizer of x in G.
We show that if the topological fundamental group pi top1 (X(C),x) is abelian, then
it can be defined algebraically. If Pic(G) = 0 and H is connected or abelian, we
compute pi top1 (X(C),x) in terms of the character groups of G and H. Furthermore,
when G and X are defined over an algebraically closed field of characteristic
p ≥ 0, we compute the prime-to-p e´tale fundamental group of X in terms of the
character groups of G and H (if Pic(G) = 0 and H is connected).
0. INTRODUCTION
Le groupe fondamental topologique d’un groupe alge´brique line´aire connexe sur
C a e´te´ de´fini alge´briquement par Merkurjev [Me, § 10.1] et par le premier auteur
[B2, Def. 1.3]. Une troisie`me de´finition a e´te´ propose´e par Colliot-The´le`ne [CT,
Prop.-De´f. 6.1]. La de´finition de Colliot-The´le`ne a e´te´ ge´ne´ralise´e par Gonza´lez-
Avile´s [GA, Def. 3.7] et par le premier auteur et Gonza´lez-Avile´s [BG, Def. 2.11]
aux sche´mas en groupes re´ductifs. Dans cet article on de´finit alge´briquement le
groupe fondamental topologique d’un espace homoge`ne d’un groupe alge´brique
line´aire sur C dans le cas ou` ce groupe fondamental topologique est abe´lien, et
on calcule ce groupe fondamental sous une certaine condition de connexite´ sur
le stabilisateur d’un point. De plus, en utilisant des re´sultats re´cents de Brion
et Szamuely [BrSz] et des re´sultats classiques sur le groupe fondamental e´tale
(voir Szamuely [Sz]), on conside`re le cas ou` G et X sont de´finis sur un corps
alge´briquement clos de caracte´ristique quelconque p ≥ 0, et on calcule le groupe
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fondamental e´tale premier a` p de X en fonction des groupes de caracte`res de G et
H dans ce cas (sous la meˆme hypothe`se de connexite´ pour les stabilisateurs).
0.1. Dans tout ce texte, une varie´te´ sur un corps k est un k-sche´ma inte`gre, se´pare´
et de type fini. On choisit un e´le´ment i ∈ C tel que i2 =−1.
Soit X une varie´te´ de´finie sur C. Soit x ∈ X(C). On conside`re l’espace
topologique pointe´ (X(C),x) et le groupe fondamental topologique pi top1 (X(C),x).
On e´crit pi top1 (X ,x) pour pi
top
1 (X(C),x). On pose Z(1) = pi
top
1 (Gm,C(C),1) =
pi top1 (C
×,1), ou` Gm,C est le groupe multiplicatif sur C. On a un ge´ne´rateur ξ = ξi
(de´pendent du choix de i) de Z(1) = pi top1 (C×,1) donne´ par le lacet
t 7→ exp 2pii t : [0,1]→ C×.
On obtient un isomorphisme Z ∼→ Z(1) : n 7→ nξ (de´pendent du choix de i). On
pose
pi top1 (X ,x)(−1) := Hom(Z(1),pi
top
1 (X ,x)),
c’est un ensemble pointe´. On a une bijection (de´pendent du choix de i)
(0.1) pi top1 (X ,x)(−1) = Hom(Z(1),pi top1 (X ,x))
∼
→ pi top1 (X ,x), φ 7→ φ(ξ ).
Si on suppose que le groupe pi top1 (X ,x) est abe´lien, alors pi
top
1 (X ,x)(−1) est
canoniquement un groupe abe´lien, et (0.1) est un isomorphisme de groupes
abe´liens pi top1 (X ,x)(−1)
∼
→ pi top1 (X ,x) (de´pendent du choix de i).
Soit f : (Gm,C,1)→ (X ,x) un morphisme de varie´te´s pointe´es. Par fonctorialite´
on obtient un e´le´ment
f top∗ ∈ Hom(Z(1),pi top1 (X ,x)) = pi top1 (X ,x)(−1).
On dit que les e´le´ments de pi top1 (X ,x)(−1) de la forme f top∗ sont alge´briques. On
de´signe par pi top1 (X ,x)(−1)alg le sous-ensemble pointe´ de pi
top
1 (X ,x)(−1) constitue´
des e´le´ments alge´briques.
0.2. Soit k un corps alge´briquement clos de caracte´ristique 0. Soit X une varie´te´
sur k, et soit x ∈ X(k). On de´signe par pi e´t1 (X ,x) le groupe fondamental e´tale
de la varie´te´ pointe´e (X ,x) ; voir Szamuely [Sz, Section 5.4]. C’est un groupe
topologique. On pose Ẑ(1) = pi e´t1 (Gm,k,1).
On pose
pi e´t1 (X ,x)(−1) := Homcont(Ẑ(1),pi e´t1 (X ,x)) ,
l’ensemble pointe´ des homomorphismes continus de Ẑ(1) vers pi e´t1 (X ,x), c’est un
ensemble pointe´.
Si on suppose que le groupe pi e´t1 (X ,x) est abe´lien, alors pi e´t1 (X ,x)(−1) est
canoniquement un groupe abe´lien.
Soit f : (Gm,k,1)→ (X ,x) un morphisme de k-varie´te´s pointe´es. Par fonctorialite´
on obtient un element
f e´t∗ ∈ Homcont(Ẑ(1),pi e´t1 (X ,x)) = pi e´t1 (X ,x)(−1).
On dit que les e´le´ments de pi e´t1 (X ,x)(−1) de la forme f e´t∗ sont alge´briques. On
de´signe par pi e´t1 (X ,x)(−1)alg le sous-ensemble pointe´ de pi e´t1 (X ,x)(−1) constitue´
des e´le´ments alge´briques.
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0.3. Soit (X ,x) une varie´te´ pointe´e sur C. Alors pi e´t1 (X ,x) est canoniquement
isomorphe a` la comple´tion profinie de pi top1 (X ,x) (voir Grothendieck [Gr, Expose´
XII, Corollaire 5.2]), et en particulier Ẑ(1) = pi e´t1 (Gm,C,1) est canoniquement
isomorphe a` la comple´tion profinie de Z(1) = pi top1 (Gm,C,1). On obtient un
isomorphisme entre Ẑ(1) et Ẑ (de´pendent du choix de i).
Tout homomorphisme Z(1)→ pi top1 (X ,x) induit un homomorphisme continu des
comple´tions Ẑ(1)→ pi e´t1 (X ,x). Par conse´quent on obtient une application
κ : pi top1 (X ,x)(−1)→ pi
e´t
1 (X ,x)(−1).
Si le groupe pi top1 (X ,x) est abe´lien et, par conse´quent, pi e´t1 (X ,x) est abe´lien, alors κ
est un homomorphisme des groupes abe´liens.
The´ore`me 0.4 (The´ore`me 1.6). (i) Soit X un espace homoge`ne d’un groupe
alge´brique line´aire connexe G de´fini sur C. Alors l’application
κ : pi top1 (X ,x)(−1)→ pi e´t1 (X ,x)(−1) induit une bijection
pi top1 (X ,x)(−1)
∼
→ pi e´t1 (X ,x)(−1)alg ⊂ pi e´t1 (X ,x)(−1).
(ii) Si en plus on suppose que le groupe pi e´t1 (X ,x) est abe´lien, alors le
groupe pi top1 (X ,x) est abe´lien, le sous-ensemble pointe´ pi e´t1 (X ,x)(−1)alg
du groupe abe´lien pi e´t1 (X ,x)(−1) est un sous-groupe, et l’homomorphisme
κ : pi top1 (X ,x)(−1) → pi e´t1 (X ,x)(−1) induit un isomorphisme de groupes
abe´liens
pi top1 (X ,x)(−1)
∼
→ pi e´t1 (X ,x)(−1)alg.
Comme T. Szamuely nous l’a fait remarquer, ce re´sultat ne s’e´tend pas aux
groupes alge´briques non line´aires. En effet, de´ja` pour une varie´te´ abe´lienne A sur
C de dimension positive, il n’y a pas de morphisme non constant de Gm,C vers A
(car il n’existe pas d’application rationnelle non constante de P1C vers A, voir [La,
II.1, Cor. du Thm. 4]), alors que pi top1 (A) 6= 0.
Corollaire 0.5 (Corollaire 1.7). Soit G un groupe alge´brique line´aire connexe sur
C, et soit X un espace homoge`ne de G. Soit x ∈ X(C) et soit τ ∈ Aut(C). On
suppose que le groupe fondamental e´tale pi e´t1 (X ,x) est abe´lien. Alors le groupe
fondamental topologique pi top1 (τX ,τx) est canoniquement isomorphe a` pi top1 (X ,x).
On remarque que ce n’est pas le cas pour des varie´te´s lisses quelconques sur C
(avec des groupes fondamentaux e´tales non abe´liens), voir Serre [Se] et Milne et
Suh [MS].
Notations 0.6. Soit k un corps alge´briquement clos. Soit G un groupe alge´brique
line´aire connexe de´fini sur k. On utilise les notations suivantes :
Gu est le radical unipotent de G ;
Gred = G/Gu, qui est un groupe re´ductif ;
Gss = [Gred,Gred], qui est semi-simple ;
Gsc est le reveˆtement universel de Gss, il est simplement connexe ;
Gtor = Gred/Gss, qui est un tore ;
Gssu = ker[G → Gtor], qui est une extension d’un groupe semi-simple connexe
par un groupe unipotent.
On remarque que Gtor est le plus grand quotient torique de G et que Gssu est
connexe et sans caracte`res.
4 MIKHAIL BOROVOI ET CYRIL DEMARCHE
Si T est un tore sur k, on e´crit T∗ pour le groupe des cocaracte`res de T , c’est-a`-
dire T∗ := Homk(Gm,k,T ). On a en particulier T∗ ∼= Hom(T̂ ,Z), ou` T̂ est le groupe
des caracte`res de T .
Soit H un groupe alge´brique line´aire sur k. On e´crit pi0(H) = H/H0, ou` H0 est
la composante neutre de H . Si pi0(H) est abe´lien, on pose
pi0(H)(−1) := HomZ(Homk(pi0(H),Gm,k),Q/Z).
On remarque que si k =C, le groupe pi0(H)(−1) est isomorphe a` pi0(H), mais non
canoniquement.
0.7. Soit X un espace homoge`ne d’un groupe alge´brique line´aire connexe G de´fini
sur un corps alge´briquement clos k. On choisit un k-point x ∈ X(k) et on pose
H = StabG(x). On de´signe par Hmult le groupe quotient maximal de H de type
multiplicatif. On pose Hkercar := ker[H → Hmult]. Alors Hkercar est l’intersection
des noyaux de tous les caracte`res χ : H →Gm,k de H . On suppose :
(i) Pic(G) = 0,
(ii) Hkercar est connexe.
On remarque que (i) est satisfait si et seulement si Gss est simplement connexe
(voir Sansuc [Sa], Lemme 6.9 et Remarques 6.11.3) et que (ii) est satisfait si H est
connexe ou si k est de caracte´ristique 0 et H est abe´lien.
On de´signe Ĝ := Hom(G,Gm,k) et Ĥ := Hom(H,Gm,k). On e´crit
Ext0Z(Ĝ → Ĥ,Z) := Ext0Z([Ĝ
i∗
−−→ Ĥ〉,Z),
ou` [Ĝ i
∗
−−→ Ĥ〉 est un complexe en degre´s 0 et 1, et l’homomorphisme i∗ est induit
par l’inclusion i : H →֒ G. Voir § 3.1 ci-dessous pour la definition de Ext0Z.
The´ore`me 0.8 (The´ore`me 3.3). Soit X un espace homoge`ne d’un groupe
alge´brique line´aire connexe G sur C. Soit x ∈ X(C), on pose H = StabG(x). On
suppose que Pic(G) = 0 et que Hkercar est connexe. Alors il existe un isomorphisme
canonique de groupes abe´liens
pi top1 (X ,x)(−1)
∼
→ Ext0Z(Ĝ → Ĥ,Z).
Corollaire 0.9 (Corollaire 3.10). Sous les hypothe`ses du the´ore`me 0.8
(a) on a une suite exacte canonique
(0.2) Hom(Ĥ,Z) i∗−−→ Hom(Ĝ,Z)→ pi top1 (X ,x)(−1)→ pi0(H)(−1)→ 0,
ou` i : H →֒ G est l’homomorphisme d’inclusion ;
(b) si en plus le sous-groupe H est connexe, alors la suite exacte (0.2) induit un
isomorphisme canonique
coker[H tor∗
i∗−−→ Gtor∗ ]
∼
→ pi top1 (X ,x)(−1).
On remarque que ce corollaire 0.9(b) est une version plus explicite de [BvH,
Thm. 8.5(i)].
0.10. Soit G, X , H comme dans le the´ore`me 0.8, et on suppose que H est
connexe. On choisit des tores maximaux compatibles THsc ⊂ Hsc et THred ⊂ H red.
On a un homomorphisme canonique THred →Gtor. On conside`re la cohomologie du
complexe de groupes de cocaracte`res
CX∗ := 〈THsc∗ → THred∗ → Gtor∗ ],
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ou` 〈 , ] signifie que Gtor∗ est en degre´ 0. Ce complexe est isomorphe au dual (au sens
du foncteur ”Hom interne” Hom∗Z( · ,Z) ) du complexe ĈX (ou Ĉ′X ) introduit dans
[D1] et [D2].
On remarque que H 0(CX∗) = coker[H tor∗
i∗−−→Gtor∗ ], et donc le corollaire 0.9(b)
dit que pi top1 (X ,x)(−1) ∼= H 0(CX∗), ou` on e´crit H i(CX∗) pour i-e`me groupe de
cohomologie du complexe CX∗.
The´ore`me 0.11 (The´ore`me 3.11). Soit X un espace homoge`ne d’un groupe
alge´brique line´aire connexe G sur C. Soit x ∈ X(C), on pose H = StabG(x). On
suppose que Pic(G) = 0 et que H est connexe. Alors il existe un isomorphisme
canonique de groupes abe´liens
H
−1(CX∗)
∼
→ pi top2 (X ,x)(−1).
On remarque que le the´ore`me 0.11 est plus fort que le the´ore`me 8.5(ii) de [BvH],
ou` seulement pi top2 (X ,x)(−1) modulo torsion a e´te´ calcule´. Plus explicitement, le
the´ore`me 0.11 dit que
pi top2 (X ,x)(−1) ∼= ker[THred∗ → G
tor
∗ ]/THsc∗ .
0.12. Supposons maintenant que G et X sont de´finis sur un corps alge´briquement
clos k de caracte´ristique quelconque p ≥ 0. On note pi e´t1 (X ,x)(p
′) le quotient
maximal premier a` p du groupe fondamental e´tale de X . On de´finit
pi e´t1 (X ,x)
(p′)(−1) = Homcont(pi e´t1 (Gm,k,1)(p
′),pi e´t1 (X ,x)
(p′)).
On e´crit Z(p′) pour le produit direct des anneaux Zℓ pour ℓ 6= p.
En utilisant des re´sultats de Brion et Szamuely [BrSz], on de´montre le the´ore`me
suivant, qui est une version du corollaire 0.9(b) en caracte´ristique positive :
The´ore`me 0.13 (The´ore`me 4.2). Soit k un corps alge´briquement clos de
caracte´ristique p ≥ 0. Soit G/k un groupe line´aire connexe lisse et X/k un espace
homoge`ne de G. Soit x∈ X(k), on pose H := StabG(x). On suppose que Pic(G) = 0
et que H est lisse et connexe. Alors il existe un isomorphisme canonique de groupes
topologiques abe´liens :
coker[H tor∗
i∗−−→ Gtor∗ ]⊗ZZ(p′)
∼
→ pi e´t1 (X ,x)
(p′)(−1) .
On remarque que le the´ore`me 0.13 ge´ne´ralise le cas particulier du the´ore`me
1.2(b) de Brion et Szamuely [BrSz] ou` G est un groupe line´aire, et a e´te´ inspire´
par ce the´ore`me de Brion et Szamuely. Remarquons e´galement que l’hypothe`se de
lissite´ sur H peut eˆtre enleve´e (voir [BrSz], de´but de la section 3).
On peut ge´ne´raliser le the´ore`me 0.13 en assouplissant l’hypothe`se de connexite´
sur le stabilisateur, comme dans le the´ore`me 0.8.
The´ore`me 0.14 (The´ore`me 5.1). Soit k un corps alge´briquement clos de
caracte´ristique p ≥ 0. Soit G/k un groupe line´aire connexe lisse et X/k un espace
homoge`ne de G. Soit x∈X(k), on pose H := StabG(x). On suppose que Pic(G) = 0,
H est lisse et Hkercar est connexe. Alors il existe un isomorphisme canonique de
groupes topologiques abe´liens :
Ext0Z(Ĝ → Ĥ,Z)⊗ZZ(p′)
∼
→ pi e´t1 (X ,x)
(p′)(−1) .
6 MIKHAIL BOROVOI ET CYRIL DEMARCHE
Bien que le the´ore`me 0.13 soit un cas particulier du the´ore`me 0.14, on prouve le
the´ore`me 0.13 se´pare´ment, car il admet une preuve simple via une suite exacte de
fibration. Remarquons a` nouveau que l’hypothe`se de lissite´ sur H peut eˆtre enleve´e
(voir [BrSz], de´but de la section 3).
Le plan de l’article est le suivant. Dans § 1, on prouve le the´ore`me 0.4 et
le corollaire 0.5. Dans § 2, on rappelle les constructions de groupes auxiliaires
et d’espaces homoge`nes, dont nous avons besoin pour notre de´monstration des
the´ore`mes 0.8 et 0.14. Dans § 3, on prouve le the´ore`me 0.8, le corollaire 0.9 et
le the´ore`me 0.11. Dans § 4, on prouve le the´ore`me 0.13. Dans § 5, on prouve le
the´ore`me 0.14.
1. ESPACES HOMOGE`NES SUR C
Dans cette section, on de´montre le the´ore`me 0.4 et le corollaire 0.5.
Proposition 1.1. Soit (X ,x) une varie´te´ pointe´e sur C. Alors
κ(pi top1 (X ,x)(−1)alg) = pi
e´t
1 (X ,x)(−1)alg ,
ou` κ : pi top1 (X ,x)(−1)→ pi e´t1 (X ,x)(−1) est l’application de´finie dans § 0.3.
De´monstration. Soit f : (Gm,C,1) → (X ,x) un morphisme de varie´te´s pointe´es,
alors κ( f top∗ ) = f e´t∗ , ce qui de´montre la proposition. 
Proposition 1.2. Soit X un espace homoge`ne d’un groupe alge´brique line´aire
connexe G de´fini sur C, et x ∈ X(C). Alors tout e´le´ment de l’ensemble
pi top1 (X ,x)(−1) est alge´brique.
De´monstration. D’abord, on remarque que si T est un C-tore, alors tout
e´le´ment de pi top1 (T,1)(−1) = T∗ := Hom(Gm,C,T ) est alge´brique. Si G est
un groupe alge´brique line´aire connexe sur C et T ⊂ G un tore maximal,
alors par [B2, Prop. 1.11 et Def. 1.3] on a un isomorphisme canonique
et fonctoriel en G pialg1 (G) → pi
top
1 (G,1)(−1), ou` pi
alg
1 de´signe le groupe
fondamental alge´brique d’un groupe alge´brique line´aire, de´fini dans [B2].
Par la de´finition de pialg1 , l’homomorphisme pi
alg
1 (T ) → pi
alg
1 (G) est surjectif.
Ainsi l’homomorphisme pi top1 (T,1)(−1)→ pi
top
1 (G,1)(−1) est surjectif, donc tout
e´le´ment de pi top1 (G,1)(−1) est alge´brique.
Soit G un groupe line´aire connexe et X un espace homoge`ne de G. Soit x∈X(C)
et soit H ⊂ G le stabilisateur de x. On ne suppose pas que H est connexe. On a un
ge´ne´rateur ξ de pi top1 (C×) (de´pendent du choix de i), et on peut oublier la torsion
par (−1). La fibration G(C)→ X(C) de fibre H(C) donne une suite exacte
(1.1) pi top1 (G,1)→ pi top1 (X ,x)→ pi0(H)→ 1.
Soit p1 ∈ pi top1 (X ,x). Montrons que p1 est alge´brique.
On de´signe par h0 l’image de p1 dans pi0(H). Alors h0 est un e´le´ment semi-
simple et il est donc l’image d’un e´le´ment semi-simple h ∈ H(C). Par [Hu,
Thm. 22.2], on sait que h ∈ T (C) pour un certain tore maximal T de G. On de´signe
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par M le sous-groupe ferme´ de H engendre´ par h, alors M ⊂ T . On a un diagramme
commutatif exact
1 // M //

T //

T/M //

1
1 // H // G // G/H // 1
et un diagramme commutatif exact induit de morphismes de groupes
pi top1 (T,1) //

pi top1 (T/M,1) //

pi0(M) //

1
pi top1 (G,1) // pi
top
1 (G/H,x) // pi0(H) // 1.
On de´signe par m0 l’image de h ∈ M(C) dans pi0(M), alors l’image de m0 dans
pi0(H) est h0. On voit que l’image h0 de p1 dans pi0(H) est contenue dans l’image
de la fle`che verticale de droite. Nous avons vu que la fle`che verticale de gauche
est surjective. Une chasse au diagramme facile montre alors que p1 est contenu
dans l’image de la fle`che verticale me´diane. Mais T/M est un tore, donc tous les
e´le´ments de pi top1 (T/M,1) sont alge´briques. On conclut que p1 est alge´brique. 
Corollaire 1.3. Soit (X ,x) comme dans la proposition 1.2. Alors
pi e´t1 (X ,x)(−1)alg = κ(pi
top
1 (X ,x)(−1)).
De´monstration. Le corollaire re´sulte de la proposition 1.1 et de la proposition 1.2.

Lemme 1.4. Soit X un espace homoge`ne d’un groupe alge´brique line´aire connexe
G de´fini sur C. Alors l’homomorphisme
κ0 : pi
top
1 (X ,x)→ pi
e´t
1 (X ,x)
est injectif.
De´monstration. On pose Γ = pi top1 (X ,x). Il faut montrer que Γ s’injecte dans sa
comple´tion profinie, i.e. que Γ est un groupe re´siduellement fini. On rappelle qu’un
groupe A est dit re´siduellement fini si l’intersection des sous-groupes normaux
d’indice fini de A est {1}, ou, ce qui est e´quivalent, si l’intersection des sous-
groupes d’indice fini de A est {1}.
On de´signe par ∆ l’image de pi top1 (G,1) dans Γ = pi
top
1 (X ,x) dans la suite exacte
(1.1), alors on a une suite exacte courte
1 → ∆ → Γ → pi0(H)→ 1.
Par [B2, Prop. 1.11] pi top1 (G,1) est un groupe abe´lien de type fini, donc ∆ est un
groupe abe´lien de type fini, donc ∆ est re´siduellement fini. Comme ∆ est un sous-
groupe d’indice fini de Γ, on conclut que Γ est residuellement fini. 
Corollaire 1.5. (i) Soit X un espace homoge`ne d’un groupe alge´brique line´aire
connexe G de´fini sur C. Alors l’application
κ : pi top1 (X ,x)(−1)→ pi
e´t
1 (X ,x)(−1)
est injective.
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(ii) Si en plus on suppose que le groupe pi e´t1 (X ,x) est abe´lien, alors le groupe
pi top1 (X ,x) est abe´lien.
De´monstration. (i) On a un diagramme commutatif
pi top1 (X ,x)(−1)
κ //
∼

pi e´t1 (X ,x)(−1)
∼

pi top1 (X ,x)
κ0 // pi e´t1 (X ,x)
ou` les fle`ches verticales sont applications bijectives. Par le lemme 1.4
l’homomorphisme κ0 est injectif, donc l’application κ est injective.
(ii ) Comme le groupe pi e´t1 (X ,x) est abe´lien, par le lemme 1.4 le groupe pi top1 (X ,x)
est abe´lien. 
The´ore`me 1.6. (i) Soit X un espace homoge`ne d’un groupe alge´brique
line´aire connexe G de´fini sur C. Alors l’application κ : pi top1 (X ,x)(−1)→
pi e´t1 (X ,x)(−1) induit une bijection
ι : pi top1 (X ,x)(−1)
∼
→ pi e´t1 (X ,x)(−1)alg ⊂ pi e´t1 (X ,x)(−1).
(ii) Si en plus on suppose que le groupe pi e´t1 (X ,x) est abe´lien, alors le
groupe pi top1 (X ,x) est abe´lien, le sous-ensemble pointe´ pi e´t1 (X ,x)(−1)alg
du groupe abe´lien pi e´t1 (X ,x)(−1) est un sous-groupe, et l’homomorphisme
κ : pi top1 (X ,x)(−1) → pi e´t1 (X ,x)(−1) induit un isomorphisme de groupes
abe´liens
(1.2) ι : pi top1 (X ,x)(−1)
∼
→ pi e´t1 (X ,x)(−1)alg.
De´monstration. (i) Par le corollaire 1.5(i) l’application κ est injective, et par le
corollaire 1.3 son image est pi e´t1 (X ,x)(−1)alg .
(ii) Si en plus le groupe pi e´t1 (X ,x) est abe´lien, alors par le corollaire
1.5(ii) pi top1 (X ,x) est aussi abe´lien, donc pi top1 (X ,x)(−1) et pi e´t1 (X ,x)(−1) sont
canoniquement des groupes abe´liens, et κ est un homomorphisme. Par (i) l’image
de l’homomorphism κ est pi e´t1 (X ,x)(−1)alg, il est un sous-groupe, et encore par (i)
κ induit un isomorphisme de groupes (1.2). 
Corollaire 1.7. Soit G un groupe alge´brique line´aire connexe sur C, et soit X un
espace homoge`ne de G. Soit x ∈ X et soit τ ∈ Aut(C). On suppose que le groupe
pi e´t1 (X ,x) est abe´lien. Alors le groupe fondamental topologique pi top1 (τX ,τx) est
canoniquement isomorphe a` pi top1 (X ,x).
De´monstration. On construit un isomorphisme canonique
pi top1 (X ,x)(−1)
∼
→ pi top1 (τX ,τx)(−1)
comme suit :
pi top1 (X ,x)(−1) //❴❴❴❴
ι

pi top1 (τX ,τx)(−1)
τι

pi e´t1 (X ,x)(−1)alg
τ∗ // pi e´t1 (τX ,τx)(−1)alg ,
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ou` les fle`ches verticales ι et τι sont des isomorphismes de groupes abe´liens. On
choisit une unite´ imaginaire i ∈ C, alors on obtient un ge´ne´rateur ξi de pi top1 (Gm,C)
et un isomorphisme compose´
λτ ,i : pi top1 (X ,x)
∼
→ pi top1 (X ,x)(−1)
∼
→ pi top1 (τX ,τx)(−1)
∼
→ pi top1 (τX ,τx).
Si on change i en −i, alors ξi se change en ξ−i =−ξi, et l’isomorphisme compose´
λτ ,i ne se change pas. Ainsi on obtient un isomorphisme canonique
λτ : pi top1 (X ,x)
∼
→ pi top1 (τX ,τx).

Remarque 1.8. Meˆme si le groupe pi e´t1 (X ,x) dans le corollaire 1.7 est non abe´lien,
on obtient tout de meˆme une bijection canonique d’ensembles pointe´s
(1.3) pi top1 (X ,x)(−1)alg
∼
→ pi top1 (τX ,τx)(−1)alg .
Les bijections
pi top1 (X ,x)
∼
→ pi top1 (X ,x)(−1)
∼
→ pi e´t1 (X ,x)(−1)alg
de´finissent une structure de groupe sur l’ensemble pointe´ pi e´t1 (X ,x)(−1)alg
de´pendant de la topologie et de la structure complexe de X(C). De meˆme on obtient
une structure de groupe sur l’ensemble pointe´ pi e´t1 (τX ,τx)(−1)alg de´pendant de la
topologie et de la structure complexe de τX (C). Mais puisque l’automorphisme
τ de C ne pre´serve pas en ge´ne´ral la topologie et l’unite´ imaginaire de C, la
bijection (1.3) n’est pas en ge´ne´ral un isomorphisme de groupes pour ces structures
de groupes.
2. PAIRES AUXILIAIRES
Dans cette section on rappelle les constructions de groupes et d’espaces
homoge`nes auxiliaires, dont nous avons besoin pour notre de´monstration des
the´ore`mes 0.8 et 0.14. L’objectif est d’associer a` un espace homoge`ne X d’un k-
groupe alge´brique G ve´rifiant les hypothe`ses des the´ore`mes 0.8 et 0.14, des espaces
homoge`nes Y , Z et W de certains k-groupes (GY , GZ et GW respectivement), avec
des morphismes de paires
(G,X)← (GY ,Y )→ (GZ,Z)→ (GW ,W ) ,
qui vont permettre (dans les sections suivantes) de de´montrer les the´ore`mes 0.8
et 0.14 successivement pour W , Z, Y et enfin pour X . On utilise pour cela des
constructions de [B1], [BCS] et [BSch].
2.1. Construction de l’espace homoge`ne Y . Soit X un espace homoge`ne d’un k-
groupe alge´brique line´aire connexe lisse G de´fini sur un corps alge´briquement clos
k de caracte´ristique quelconque. On suppose que Pic(G) = 0.
On choisit un k-point x ∈ X(k). On note H le stabilisateur de x dans G. Pour
l’e´tude du groupe fondamental de X , on peut supposer sans perte de ge´ne´ralite´ que
H est lisse (voir [BrSz], de´but de la section 3). On ne suppose pas en revanche que
H est connexe.
Soit Hmult le plus grand groupe quotient de H qui est un groupe de type
multiplicatif. On pose Hkercar = ker[H → Hmult]. On a un homomorphisme
canonique Hmult → Gtor, qui n’est ge´ne´ralement pas injectif.
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On choisit un plongement j : Hmult →֒Q de Hmult dans un k-tore Q. On conside`re
le plongement
j∗ : H → G×k Q, h 7→ (h, j(m(h))),
ou` m : H → Hmult est l’e´pimorphisme canonique. On pose
GY = G×k Q, HY = j∗(H)⊂ GY , Y = GY/HY , y = 1 ·HY ∈ Y (k).
La projection pi : GY = G×Q → G satisfait pi(HY ) = H , et elle induit une
application pi∗ : Y → X telle que pi∗(y) = x. On voit aise´ment que Y est un torseur
sur X sous le tore Q. On obtient un morphisme de paires
(GY ,Y )→ (G,X).
On remarque que l’homomorphisme HmultY → GtorY est injectif, donc
HY ∩GssuY = HkercarY ∼= Hkercar.
2.2. Construction de l’espace homoge`ne Z. On pose GZ = GtorY = GY/GssuY , ou`
GssuY := ker[GY → GtorY ]. On a un homomorphisme canonique µ : GY → GZ . Alors
GZ est un k-tore et on a ĜZ = ĜY .
L’inclusion i : H →֒ G induit un homomorphisme imult : Hmult → Gmult = Gtor.
On obtient un plongement
ι : Hmult →֒ Gtor×k Q, h 7→ (imult(h), j(h)).
On pose
Z =Y/GssuY = (Gtor×k Q)/ι(Hmult),
alors on a une application µ∗ : Y → Z, dont la fibre au-dessus du k-point z :=
µ∗(y) ∈ Z(k) est isomorphe a`
GssuY /(HY ∩GssuY )∼= Gssu/Hkercar.
La varie´te´ Z est un espace homoge`ne du tore GZ de stabilisateur HZ = HmultY ⊂
GtorY = GZ . On remarque que
ĤZ = ĤmultY = ĤY .
Enfin, on a un morphisme de paires
(GY ,Y )→ (GZ,Z).
2.3. Construction de l’espace homoge`ne W. On pose GW = GZ/HZ , W = Z, w = z,
alors W est un espace principal homoge`ne du tore GW . On a un morphisme naturel
de paires
(GZ,Z)→ (GW ,W ).
3. LE GROUPE FONDAMENTAL TOPOLOGIQUE
Dans cette section on prouve le the´ore`me 0.8, le corollaire 0.9, et le the´ore`me
0.11. On utilise des constructions de § 2.
3.1. Soit K• un complexe borne´ dans une cate´gorie abe´lienne A , et soit B un objet
de A . On de´finit
ExtiA (K
•,B) := HomDb(A )(K•,B[i]),
ou` Db(A ) est la cate´gorie derive´e des complexes borne´s dans A , et B[i] est le
complexe constitue´ d’un objet B en degre´ −i. Si A est un objet de A , on a
ExtiA (A[0],B) = HomDb(A )(A[0],B[i]) =: ExtiA (A,B),
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voir [GM, Def. III.5.3]. Par de´finition Ext0
A
(A,B) = HomA (A,B).
On conside`re la cate´gorie des Z-modules (groupes abe´liens), et on e´crit ExtiZ
pour Ext dans cette cate´gorie. Soit A un groupe abe´lien. On e´crit Ators pour le sous-
groupe de torsion de A, et on pose As.t. := A/Ators, alors As.t. est sans torsion. Il est
clair que Ext0Z(A,Z) = Hom(A,Z) = Hom(As.t.,Z).
Lemme 3.2 (bien connu). Soit A un groupe abe´lien de type fini, alors Ext1Z(A,Z)∼=
Hom(Ators,Q/Z).
Ide´e de la preuve. En utilisant la re´solution injective de Z
0 → Z→Q→Q/Z→ 0,
on montre que
Ext1Z(A,Z)∼= coker[Hom(A,Q)→ Hom(A,Q/Z)],
mais
coker[Hom(A,Q)→ Hom(A,Q/Z)] = coker[Hom(As.t.,Q)→ Hom(A,Q/Z)]
= Hom(A,Q/Z)/Hom(As.t.,Q/Z) = Hom(Ators,Q/Z).

The´ore`me 3.3. Soit X un espace homoge`ne d’un groupe alge´brique line´aire
connexe G surC. Soit x∈X(C), on pose H = StabG(x). On suppose que Pic(G)= 0
et que Hkercar est connexe. Alors il existe un isomorphisme canonique de groupes
abe´liens
pi top1 (X ,x)(−1)
∼
→ Ext0Z(Ĝ → Ĥ,Z).
3.4. Prouvons le the´ore`me 3.3. On traite d’abord le cas d’un espace homoge`ne
principal W d’un k-tore GW . Soit w ∈W (C) un C-point. L’application GW →W
de´finie par g 7→ g ·w est un isomorphisme de C-varie´te´s, et on a un isomorphisme
induit
pi top1 (GW ,1)(−1)
∼
→ pi top1 (W,w)(−1).
Comme
pi top1 (GW ,1)(−1) = GW∗ = Hom(ĜW ,Z) = Ext
0
Z(ĜW ,Z),
on obtient un isomorphisme canonique
pi top1 (W,w)(−1)
∼
→ Ext0Z(ĜW ,Z).
Ceci prouve le the´ore`me 3.3 pour (GW ,W ).
3.5. On suppose qu’on a un homomorphisme de C-tores γα : GW ′ → GW et
une application γα -e´quivariante d’espaces homoge`nes principaux α : W ′ → W
envoyant un C-point w′ ∈W ′(C) sur un C-point w ∈W (C). Alors le diagramme
suivant commute clairement :
pi top1 (W ′,w′)(−1)
∼=

α∗ // pi top1 (W,w)(−1)
∼=

Ext0Z(ĜW ′ ,Z)
γα∗ // Ext0Z(ĜW ,Z),
ou` les fle`ches verticales sont les isomorphismes canoniques de § 3.4.
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3.6. On a Z = W et GZ/HZ = GW , et le morphisme e´vident de complexes ĜW →
[ĜZ → ĤZ〉 est un quasi-isomorphisme, donc
pi top1 (Z,z)(−1) = pi
top
1 (W,w)(−1) = Ext
0
Z(ĜW ,Z) = Ext0Z([ĜZ → ĤZ〉,Z)
et on obtient un isomorphisme canonique pi top1 (Z,z)(−1)
∼
→ Ext0Z([ĜZ → ĤZ〉,Z).
Ceci prouve le the´ore`me 3.3 pour (GZ,Z).
3.7. On a une fibration Gssu(C)→Gssu(C)/Hkercar(C) de fibre connexe Hkercar(C),
donc on a une suite exacte de fibration
1 = pi top1 (G
ssu)→ pi top1 (G
ssu/Hkercar)→ pi0(Hkercar) = 1
(ici pi top1 (Gssu) = 1 parce que Pic(G) = 0). On voit que pi top1 (Gssu/Hkercar) = 1. Or
on a une fibration µ∗ : Y (C)→ Z(C) de fibre Gssu(C)/Hkercar(C), donc on a une
suite exacte de fibration
1 = pi top1 (G
ssu/Hkercar)→ pi top1 (Y,y)
µ∗
−−→ pi top1 (Z,z)→ pi0(G
ssu/Hkercar) = 1,
Il en re´sulte que l’homomorphisme pi top1 (Y,y)
µ∗
−−→ pi top1 (Z,z) est un isomorphisme,
donc l’homomorphisme pi top1 (Y,y)(−1)
µ∗
−−→ pi top1 (Z,z)(−1) est un isomorphisme.
Comme ĜY = ĜZ et ĤY = ĤZ , on de´duit le the´ore`me 3.3 pour (GY ,Y ) du the´ore`me
3.3 pour (GZ,Z).
3.8. On a un torseur pi∗ : Y → X sous le tore Q, d’ou` on obtient une suite exacte
pi top1 (Q,1)(−1)
λ∗−−→ pi top1 (Y,y)(−1)
pi∗−−→ pi top1 (X ,x)(−1)→ 0,
ou` la fle`che λ∗ est induite par l’application
λ : Q →Y, q 7→ q · y.
On a une suite exacte de complexes
0 → (Ĝ → Ĥ)→ (ĜY → Ĥ)→ (Q̂ → 0)→ 0,
d’ou` on obtient une suite exacte
(3.1) Ext0Z(Q̂,Z)→ Ext0Z(ĜY → Ĥ,Z)→ Ext0Z(Ĝ → Ĥ,Z)→ 0
(car d’apre`s le lemme 3.2, Ext1Z(Q̂,Z) = Hom(Q̂tors,Q/Z) = 0). On obtient un
diagramme avec des lignes exactes
(3.2)
pi top1 (Q,1)(−1)
λ∗ //
∼=

1
pi top1 (Y,y)(−1)
pi∗ //
∼=

2
pi top1 (X ,x)(−1) //

✤
✤
✤
0
Ext0Z(Q̂,Z) // Ext0Z(ĜY → ĤY ,Z) // Ext0Z(Ĝ → Ĥ,Z) // 0 .
On montre que le rectangle 1 commute. On conside`re le diagramme
pi top1 (Q,1)(−1)
λ∗ //
∼=

1
pi top1 (Y,y)(−1)
∼= //
∼=

3
pi top1 (Z,z)(−1)
∼= //
∼=

4
pi top1 (W,w)(−1)
∼=

Ext0Z(Q̂,Z) // Ext0Z(ĜY → ĤY ,Z)
∼= // Ext0Z(ĜZ → ĤZ,Z)
∼= // Ext0Z(ĜW ,Z).
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Par construction, les rectangles 3 et 4 commutent. D’apre`s § 3.5 le grand
rectangle 1 ∪ 3 ∪ 4 commute. Il en re´sulte que le rectangle 1 commute.
Dans le diagramme exact (3.2), le rectangle 1 commute, ce qui permet de
de´finir la fle`che en pointille´s faisant commuter le rectangle 2 .
Ainsi on obtient un isomorphisme
(3.3) pi top1 (X ,x)(−1)
∼
→ Ext0Z(Ĝ → Ĥ,Z),
qui a priori peut de´pendre du choix d’un plongement j : Hmult →֒ Q.
3.9. Dans § 2.1 le torseur Y → X a e´te´ construit a` partir d’un plongement
j : Hmult →֒ Q. Si on choisit un autre plongement j′ : Hmult →֒ Q′, on obtient un
autre torseur Y ′→ X sous Q′. On pose Q′′ = Q×k Q′, et on note j′′ : Hmult →֒Q′′ le
plongement diagonal. On obtient un torseur Y ′′ → X sous Q′′ dominant a` la fois Y
et Y ′, et on en de´duit facilement que l’isomorphisme (3.3) ne de´pend pas du choix
du plongement j : Hmult →֒ Q. Ceci conclut la preuve du the´ore`me 3.3. 
Corollaire 3.10. Sous les hypothe`ses du the´ore`me 3.3
(a) on a une suite exacte canonique
(3.4) Hom(Ĥ,Z) i∗−−→ Hom(Ĝ,Z)→ pi top1 (X ,x)(−1)→ pi0(H)(−1)→ 0,
ou` i : H →֒ G est l’homomorphisme d’inclusion ;
(b) si en plus le sous-groupe H est connexe, alors la suite exacte (3.4) induit un
isomorphisme canonique
coker[H tor∗
i∗−−→ Gtor∗ ]
∼
→ pi top1 (X ,x)(−1).
De´monstration. La suite exacte courte de complexes
0 → [0 → Ĥ〉 → [Ĝ → Ĥ〉 → [Ĝ → 0〉 → 0
induit une suite exacte longue
(3.5)
Ext0Z(Ĥ,Z)→ Ext
0
Z(Ĝ,Z)→ Ext0Z(Ĝ → Ĥ,Z)→ Ext1Z(Ĥ,Z)→ Ext1Z(Ĝ,Z).
On a Ext0Z(Ĥ,Z) =Hom(Ĥ,Z) et Ext0Z(Ĝ,Z) =Hom(Ĝ,Z). D’apre`s le lemme 3.2,
on a Ext1Z(Ĝ,Z) = Hom(Ĝtors,Q/Z) = 0 et
Ext1Z(Ĥ,Z)=Hom(Ĥtors,Q/Z)=HomZ(HomC(pi0(H),Gm,C),Q/Z)= pi0(H)(−1).
D’apre`s le the´ore`me 3.3 on peut e´crire pi top1 (X ,x)(−1) au lieu de Ext0Z(Ĝ → Ĥ,Z)
dans (3.5). Ceci prouve l’assertion (a) du corollaire ; l’assertion (b) en re´sulte
imme´diatement. 
The´ore`me 3.11. Soit X un espace homoge`ne d’un groupe alge´brique line´aire
connexe G surC. Soit x∈X(C), on pose H = StabG(x). On suppose que Pic(G)= 0
et que H est connexe. Alors il existe un isomorphisme canonique de groupes
abe´liens
H
−1(CX∗)
∼
→ pi top2 (X ,x)(−1).
De´monstration. On e´crit la suite exacte de fibration
0 = pi top2 (G,1)(−1)→ pi
top
2 (X ,x)(−1)→ pi
top
1 (H,1)(−1)→ pi
top
1 (G,1)(−1) ,
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ou` l’annulation du groupe pi top2 (G,1) est un the´ore`me d’ ´Elie Cartan (pour le cas
de groupes de Lie compacts voir [Bo]). On e´crit e´galement la suite exacte de
cohomologie associe´e a` la suite exacte de complexes
0 → Gtor∗ → 〈THsc∗ → THred∗ → Gtor∗ ]→ 〈THsc∗ → THred∗][1]→ 0
(ou` Gtor∗ est en degre´ 0 dans le complexe central) et on obtient le diagramme suivant,
a` lignes exactes
(3.6) 0 // H −1(CX∗) //

✤
✤
✤
H 0(〈THsc∗→ THred∗]) //
∼=

Gtor∗
∼=

0 // pi top2 (X ,x)(−1) // pi
top
1 (H,1)(−1) // pi
top
1 (G,1)(−1) .
L’isomorphisme vertical H 0(〈THsc∗ → THred∗])
∼
→ pi top1 (H,1)(−1) dans ce
diagramme a e´te´ constuit dans [B2, Prop. 1.11] (on note que
H
0(〈THsc∗ → THred∗]) = coker[THsc∗ → THred∗] = pi
alg
1 (H)
est le groupe fondamental alge´brique introduit dans [B2]). Comme cet isomor-
phisme est fonctoriel en H , le rectangle a` droite est commutatif. Ce diagramme
permet finalement de construire l’isomorphisme canonique en pointille´s
H
−1(CX∗)
∼
→ pi top2 (X ,x)(−1) ,
ce qui conclut la preuve du the´ore`me. 
4. CARACTE´RISTIQUE POSITIVE : STABILISATEUR CONNEXE
Dans cette section on prouve le the´ore`me 0.13. On commence par le lemme
crucial suivant :
Lemme 4.1. Soient G,G′ deux k-groupes alge´briques connexes et f : (G,X ,x)→
(G′,X ′,x′) un morphisme d’espaces homoge`nes a` stabilisateurs respectifs H :=
StabG(x) et H ′ := StabG′(x′), de sorte que le morphisme G → G′ soit surjectif.
On note G0 := ker(G → G′) et X0 := f−1(x′). On suppose que H ′, H et G0 sont
connexes. Alors on a une suite exacte de groupes :
pi e´t1 (X0,x)
(p′) → pi e´t1 (X ,x)
(p′) f∗−→ pi e´t1 (X
′,x′)(p
′) → 1 .
De´monstration. On de´finit les k-groupes line´aires G1 := G×G′ H ′ et H1 := H ×G
G1. Alors on a une suite exacte canonique
1 → G0 → G1 → H ′→ 1 ,
donc en particulier le groupe G1 est connexe. Ve´rifions maintenant que X0 est
naturellement un espace homoge`ne de G1, de stabilisateur H1 : en restreignant
l’action de G1 sur X a` la sous-varie´te´ X0, on obtient un morphisme m : G1×X0 →X .
Ve´rifions que X0 est stable par cette action de G1, c’est-a`-dire que le morphisme
m se factorise en un morphisme G1×X0 → X0. L’image de G1 par le morphisme
G → G′ est le sous-groupe H ′ de G′, et l’image de X0 par le morphisme f est le
point x′, dont le stabilisateur dans G′ est exactement H ′. Par conse´quent, on voit
que le morphisme compose´ G1×X0
m
−→ X f−→ X ′ est le morphisme constant e´gal a`
x′ (i.e. il se factorise par x′ : Spec(k)→ X ′), ce qui assure que le morphisme m se
factorise par l’inclusion X0 = f−1(x′)→ X , et donc m de´finit bien une action de
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G1 sur X0. Il est alors clair que cette action est transitive et que le stabilisateur de x
pour cette action est exactement le sous-groupe H1 = H×G G1 de G1.
Montrons la surjectivite´ de f∗. En utilisant [Gr], expose´ IX, corollaire 5.6,
il suffit de ve´rifier que f est un morphisme universellement submersif a` fibres
ge´ome´triquement connexes, ce qui re´sulte du fait que f est fide`lement plat et quasi-
compact (voir [DG], expose´ VIB, proposition 9.2.(xiii).a) : les deux morphismes
G → G′ et G′→ X ′ sont fide`lement plats et de pre´sentation finie), ainsi que du fait
que G1 est connexe.
Montrons maintenant l’exactitude de la suite en pi e´t1 (X)(p
′)
. Pour cela, on utilise le
the´ore`me 1.2 de [BrSz]. En effet, suivant [Sz], corollaire 5.5.9, il suffit de montrer
que pour tout reveˆtement e´tale galoisien Y → X , de degre´ premier a` p, tel que
Y ×X X0 ait une section sur X0, il existe un reveˆtement e´tale fini connexe Y ′ → X ′,
de degre´ premier a` p, tel qu’une composante connexe de Y ′×X ′ X soit munie d’un
X -morphisme surjectif vers Y . Soit donc un reveˆtement e´tale galoisien Y → X (de
degre´ premier a` p) tel que Y0 :=Y ×X X0 admette une section s0 : X0 →Y0. Comme
H est connexe, le the´ore`me 1.2 de [BrSz] assure qu’il existe un groupe line´aire
connexe G˜, une isoge´nie centrale G˜ → G et un releve´ H˜ de H dans G˜ tel que
Y = G˜/H˜ . On a donc un diagramme commutatif exact de la forme :
1 // µ // G˜ //

G //

1
Y = G˜/H˜ // X = G/H ,
ou` µ est un k-groupe fini de type multiplicatif.
On de´finit alors le k-groupe G˜1 := G˜×G G1.
Conside´rons le diagramme commutatif suivant :
G˜ //

G

G˜1 //
@@        
G1
@@        

Y // X
Y0 //
>>⑥⑥⑥⑥⑥⑥⑥⑥
X0
>>⑥⑥⑥⑥⑥⑥⑥⑥
,
ou` les quatre carre´s sont carte´siens (pour la face de droite, c’est une conse´quence
de la de´finition de G1). Ce diagramme implique l’existence d’une fle`che verticale
G˜1 →Y0 qui fait commuter le cube. Puisque
G˜1 = G1×G G˜ = (X0×X G)×G G˜ = X0×X G˜ = X0×X (Y ×X G)
et
Y0×X0 G1 = Y0×X0 (X0×X G) = Y0×X G = (X0×X Y )×X G ,
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on ve´rifie que dans le cube pre´ce´dent, tous les carre´s sont carte´siens, donc en
particulier le carre´ suivant
G˜1
pi //

G1

Y0 // X0
est carte´sien. On voit aussi que le morphisme (G˜1,Y0)→ (G1,X0) est un morphisme
d’espaces homoge`nes.
La section s0 : X0 → Y0 induit alors une section s1 : G1 → G˜1 du morphisme
pi (comme morphisme de k-varie´te´s) apparaissant dans le carre´ pre´ce´dent. Par
construction, on a s1(1) = 1. Or G1 est connexe, donc le lemme de Rosenlicht
assure que s1 est un homomorphisme de groupes alge´briques (voir par exemple la
preuve de la proposition 3.2 de [CT]).
Remarquons e´galement que l’on dispose d’un diagramme commutatif de suites
exactes courtes centrales (ou` la suite exacte supe´rieure est obtenue en tirant en
arrie`re la suite exacte infe´rieure par le morphisme injectif G1 → G) :
1 // µ //
=

G˜1 pi //

G1
s1
tt
//

1
1 // µ // G˜ // G // 1 .
La section s1 permet d’identifier G˜1 avec le produit direct G1× µ , et donc G1
avec la composante neutre de G˜1. En particulier, via s1, G1 est un sous-groupe
distingue´ de G˜. Avec ces identifications, H˜ est un sous-groupe de G1 dans le groupe
G˜.
On de´finit alors Y ′ := G˜/G1.
Si on note maintenant q l’isoge´nie initiale q : G˜ → G, on a un diagramme
commutatif de suites exactes courtes
1 // H˜ //

q−1(H)

// µ //
=

1
1 // G1 // G˜1 // µ // 1 ,
qui assure que le carre´ suivant
Y = G˜/H˜ //

X = G˜/q−1(H)

Y ′ = G˜/G1 // X ′ = G˜/G˜1
est carte´sien, et que les deux morphismes horizontaux sont des torseurs connexes
sous le groupe fini de type multiplicatif µ .
En particulier, le morphisme Y ′ → X ′ est un reveˆtement e´tale fini connexe, tel
que Y ′×X ′ X ∼=Y au-dessus de X . Cela conclut la preuve de l’exactitude de la suite
du lemme. 
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The´ore`me 4.2. Soit k un corps alge´briquement clos de caracte´ristique p ≥ 0. Soit
G/k un groupe line´aire connexe lisse et X/k un espace homoge`ne de G. Soit x ∈
X(k), on pose H := StabG(x). On suppose que Pic(G) = 0 et que H est lisse et
connexe. Alors il existe un isomorphisme canonique de groupes abe´liens :
coker[H tor∗
i∗−−→ Gtor∗ ]⊗ZZ(p′)
∼
→ pi e´t1 (X ,x)
(p′)(−1) .
De´montrons le the´oreme 4.2 : on va traiter d’abord le cas des tores, puis des
groupes line´aires connexes, et enfin celui des espaces homoge`nes.
Lemme 4.3 (bien connu). Soit T un tore de´fini sur k. Alors il y a un isomorphisme
canonique et fonctoriel T∗⊗ZZ(p′) ∼→ pi e´t1 (T )(p
′)(−1).
De´monstration. Soit Y → T un reveˆtement e´tale galoisien de degre´ n premier a` p.
Par [Mi] ou [BrSz, Prop. 1.1(a)], le reveˆtement Y → T a une structure d’isoge´nie
centrale T ′→ T . Il en re´sulte que Y → T est domine´ par l’isoge´nie ϕn : T → T, t 7→
tn. On pose Tn = kerϕn (conside´re´ comme un groupe abstrait), alors Tn = µn⊗ZT∗.
On a :
pi e´t1 (T )
(p′)(−1) = Homcont(Z(p′)(1),pi e´t1 (T )(p
′)) = lim
←−
Homcont(Z(p′)(1),Tn)
= lim
←−
Homcont(µn,µn⊗Z T∗) = lim←−Z/nZ⊗Z T∗ = Z(p′)⊗Z T∗.

Lemme 4.4 (bien connu). Soit G :
(a) un groupe unipotent connexe sur k, ou
(b) un groupe semi-simple simplement connexe sur k.
Alors pi e´t1 (G)(p
′) = 1.
De´monstration. Par [Mi] ou [BrSz, Prop. 1.1(a)], tout reveˆtement e´tale galoisien
Y →G de degre´ n premier a` p admet une structure d’une isoge´nie centrale G′→G,
mais G comme dans (a) ou (b) n’admet pas d’isoge´nie centrale non triviale de degre´
premier a` p. 
On conside`re maintenant le cas d’un groupe line´aire connexe lisse quelconque.
Si G est un tel groupe, on note Gu son radical unipotent et Gred := G/Gu. Soit TG
un tore maximal de Gred et TGsc un tore maximal de Gsc dont l’image dans Gred est
contenue dans TG. On de´finit alors (voir [B2])
pialg1 (G) := coker[TGsc∗ → TG∗] = TG∗/TGsc∗ .
Remarque 4.5. Dans le cas particulier ou` Pic(G) = 0 (ce qui e´quivaut au fait que
Gss soit simplement connexe), la formule pre´ce´dente se simplifie en pialg1 (G) =
Gtor∗.
Proposition 4.6. Soit G un k-groupe line´aire connexe lisse. Alors on a un
isomorphisme canonique
pialg1 (G)⊗ZZ(p′)
∼
→ pi e´t1 (G)(p
′)(−1) .
De´monstration. Tout d’abord, on se rame`ne au cas ou` G est re´ductif : en effet, le
morphisme G→Gred satisfait les hypothe`ses du lemme 4.1, donc on en de´duit une
suite exacte
pi e´t1 (Gu)(p
′) → pi e´t1 (G)(p
′) → pi e´t1 (Gred)(p
′) → 0 .
Or pi e´t1 (Gu)(p
′) = 0 d’apre`s le lemme 4.4(a), donc on a un isomorphisme
pi e´t1 (G)(p
′) ∼→ pi e´t1 (Gred)(p
′) et on peut donc supposer G re´ductif.
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Dans ce cas, il existe une re´solution de G, note´e
(4.1) 1 → S → G′→ G → 1 ,
ou` S est un k-tore central et G′ est un k-groupe reductif tel que G′ss est simplement
connexe.
Montrons la proposition pour G′. On dispose d’une suite exacte courte
1 → G′ss → G′→ G′tor → 1 ,
ou` G′ss est semi-simple simplement connexe. On conside`re le diagramme
commutatif
(4.2)
0 // coker[TG′ss∗→ TG′∗]⊗Z(p′) //
∼=

✤
✤
✤
G′tor∗ ⊗Z(p′)
∼=

// 0
pi e´t1 (G′
ss)(p
′)(−1) // pi e´t1 (G′)(p
′)(−1) // pi e´t1 (G′
tor)(p
′)(−1) // 0 .
Par le lemme 4.1, la deuxie`me ligne du diagramme est exacte, et on a
pi e´t1 (G′
ss)(p
′)(−1) = 0 d’apre`s le lemme 4.4(b), car G′ss est simplement connexe.
De la suite exacte courte
1 → TG′ss → TG′ → G′
tor
→ 1
on obtient une suite exacte courte
0 → TG′ss∗→ TG′∗→ G′
tor
∗ → 0,
d’ou` des isomorphismes
coker[TG′ss∗ → TG′∗]
∼
→ G′tor∗ et coker[TG′ss∗ → TG′∗]⊗Z(p′)
∼
→ G′tor∗ ⊗Z(p′)
et l’exactitude de la premie`re ligne du diagramme (4.2). Ce diagramme induit un
isomorphisme canonique en pointille´s, ce qui de´montre la proposition pour G′.
De´duisons-en le re´sultat pour G. On applique le lemme 4.1 a` la suite exacte
courte (4.1), et on obtient le diagramme commutatif suivant, dont la seconde ligne
est exacte :
S∗⊗Z(p′) //
∼=

pialg1 (G′)⊗Z(p′)
∼=

// pialg1 (G)⊗Z(p′)

✤
✤
✤
// 0
pi e´t1 (S,1)(p
′)(−1) // pi e´t1 (G′,1)(p
′)(−1) // pi e´t1 (G,1)(p
′)(−1) // 0 .
De la suite exacte (4.1) on obtient une suite exacte courte
0 → S∗ → pialg1 (G
′)→ pialg1 (G)→ 0,
d’ou`, en vertu de l’exactitude a` droite du produit tensoriel, l’exactitude de la
premie`re ligne du diagramme. Ce diagramme assure finalement l’existence de
l’isomorphisme canonique en pointille´s et conclut la preuve de la proposition
4.6. 
Corollaire 4.7 (cf. [Mi, Lemme 3 et bas de la page 152], voir aussi [BrSz,
Prop. 1.1(b)]). Le groupe pi e´t1 (G)(p
′)(−1) est un quotient de TG∗⊗Z Z(p′), ou` TG
est un tore maximal de G.
GROUPE FONDAMENTAL 19
4.8. De´monstration du the´ore`me 4.2. On remarque que l’on a toujours un
morphisme canonique coker[pialg1 (H) → pi
alg
1 (G)] → coker[H tor∗ → Gtor∗ ]. On
applique alors le lemme 4.1 au morphisme (G,G) → (G,X), et on obtient le
diagramme commutatif suivant dont la seconde ligne est exacte :
(4.3) pialg1 (H)⊗Z(p′) //
∼=

pialg1 (G)⊗Z(p′)
∼=

// coker[H tor∗ → Gtor∗ ]⊗Z(p′)
✤
✤
✤
// 0
pi e´t1 (H,1)(p
′)(−1) // pi e´t1 (G,1)(p
′)(−1) // pi e´t1 (X ,x)(p
′)(−1) // 0 .
De la suite exacte courte
1 → Hss → H red → H tor → 1
on de´duit une suite exacte courte
0 → pialg1 (H
ss)→ pialg1 (H)→ H
tor
∗ → 0,
voir [BKG, Lemme 3.7] et [CT, Prop. 6.8] (dans [BKG] et [CT], il est suppose´
que le corps k est de caracte´ristique nulle, mais la suite est exacte pour k de
caracte´ristique quelconque, voir [GA, Thm. 3.14] et [BG, Thm. 3.8]). Comme
pialg1 (H
ss) est un groupe fini et H tor∗ est un groupe sans torsion, on voit que
pialg1 (H)s.t. = H
tor
∗ (voir §3.1 pour la notation s.t.). D’autre part, comme Gss est
simplement connexe, on a pialg1 (G) = Gtor∗ (voir remarque 4.5). On obtient que
coker[pialg1 (H)→ pi
alg
1 (G)] = coker[H
tor
∗ → Gtor∗ ]
et que
coker[pialg1 (H)⊗Z(p′) → pi
alg
1 (G)⊗Z(p′)] = coker[H
tor
∗ → Gtor∗ ]⊗Z(p′) ,
donc la premie`re ligne du diagramme (4.3) est exacte. Finalement, ce diagramme
permet bien de de´finir l’isomorphisme souhaite´ (en pointille´s)
coker[H tor∗ → Gtor∗ ]
∼
→ pi e´t1 (X ,x)
(p′)(−1) .

5. CARACTE´RISTIQUE POSITIVE : STABILISATEUR NON CONNEXE
The´ore`me 5.1. Soit k un corps alge´briquement clos de caracte´ristique p ≥ 0. Soit
G/k un groupe line´aire connexe lisse et X/k un espace homoge`ne de G. Soit x ∈
X(k), on pose H := StabG(x). On suppose que Pic(G) = 0, H est lisse et Hkercar est
connexe. Alors il existe un isomorphisme canonique de groupes abe´liens :
Ext0Z(Ĝ → Ĥ,Z)⊗ZZ(p′)
∼
→ pi e´t1 (X ,x)
(p′)(−1) .
Pour prouver le the´ore`me 5.1, on commence par e´tendre le the´ore`me 1.2(a) de
[BrSz] en supprimant l’hypothe`se de connexite´ sur le stabilisateur :
Proposition 5.2. Soit G un k-groupe connexe lisse, X un k-espace homoge`ne de
G, x ∈ X(k). Soit X˜ → X un reveˆtement e´tale galoisien de degre´ premier a` p. Alors
il existe une isoge´nie centrale pi : G˜ → G et un sous-groupe d’indice fini H˜ de
pi−1(H) tel que le morphisme naturel G˜/H˜ → X se factorise en un isomorphisme
G˜/H˜ ∼→ X˜ .
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De´monstration. On fixe un point x˜ ∈ X˜(k) au-dessus de x. On conside`re le
morphisme quotient ϕ : G → X de´fini par l’action de G sur le point x, et on
conside`re le diagramme carte´sien suivant :
Y
pi

ϕ˜
// X˜

G
ϕ
// X ,
ou` Y = G×X X˜ . On note F la fibre de Y au-dessus de 1 ∈ G(k), et on note Γ =
Aut(Y/G), alors Γ agit transitivement sur F . La varie´te´ Y n’est pas connexe en
ge´ne´ral. On note G˜ la composante connexe de Y contenant le point marque´ y =
(1, x˜). Alors la restriction piG˜ de pi a` G˜ est un reveˆtement e´tale de G.
Prouvons que piG˜ : G˜→G est un reveˆtement galoisien. On de´finit FG˜ = F ∩ G˜ et
ΓG˜ = {γ ∈ Γ | γ(y) ∈ FG˜} .
Alors ΓG˜ = StabΓ(G˜), donc ΓG˜ est un sous-groupe de Γ, ΓG˜ agit sur G˜ au-dessus
G, et ΓG˜ agit transitivement sur FG˜. On voit que Aut(G˜/G) agit transitivement sur
FG˜ , donc G˜→ G est un reveˆtement galoisien.
Alors la proposition 1.1(a) de [BrSz] assure que la varie´te´ G˜ a une structure
de groupe alge´brique sur k, telle que piG˜ : G˜ → G soit une isoge´nie centrale de
k-groupes. On peut supposer que 1G˜ = y := (1G, x˜). Or on dispose du diagramme
commutatif suivant :
G˜
piG˜

ϕ˜G˜ // X˜

G
ϕ
// X .
On de´finit H˜ := ϕ˜−1
G˜
(x˜).
Montrons que H˜ est un sous-groupe alge´brique de G˜. On fixe h ∈ H˜(k). Pour
g = 1G˜ ∈ G˜(k) on a
ϕ˜G˜(gh) = ϕ˜G˜(h) = x˜ = ϕ˜G˜(g).
Comme G˜ est connexe, le corollaire 5.3.3 de [Sz] assure que ϕ˜G˜(gh) = ϕ˜G˜(g) pour
tout g ∈ G(k). On voit que si h ∈ H˜(k), le morphisme ϕ˜G˜ est h-invariant a` droite.
Inversement, si le morphisme ϕ˜G˜ est h-invariant a` droite, alors ϕ˜G˜(h) = x˜ et donc
h ∈ H˜(k). Ainsi H˜ ⊂ G˜ est le stabilisateur de ϕ˜G˜ et c’est donc un sous-groupe
algebrique.
Comme le morphisme ϕ˜G˜ est H˜-invariant, il induit un morphisme naturel ϕ G˜ :
G˜/H˜ → X˜ qui est un reveˆtement e´tale fini connexe. La de´finition de H˜ assure que la
fibre de ϕG˜ au-dessus de x˜ consiste en un seul point, donc ϕG˜ est un isomorphisme
de varie´te´s. 
On montre ensuite la variante suivante du lemme 4.1 :
Lemme 5.3. Soient G,G′ deux k-groupes alge´briques connexes et f : (G,X ,x)→
(G′,X ′,x′) un morphisme d’espaces homoge`nes a` stabilisateurs respectifs H :=
StabG(x) et H ′ := StabG′(x′), de sorte que les morphismes G → G′ et H → H ′
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soient surjectifs. On note G0 := ker(G → G′) et X0 := f−1(x′). On suppose G0
connexe. Alors on a une suite exacte de groupes :
pi e´t1 (X0,x)
(p′) → pi e´t1 (X ,x)
(p′) f∗−→ pi e´t1 (X
′,x′)(p
′) → 1 .
De´monstration. On ve´rifie que X0 est naturellement un espace homoge`ne de G0,
de stabilisateur H0 := ker(H → H ′).
Montrons d’abord la surjectivite´ de f∗. En utilisant [Gr], expose´ IX, corollaire
5.6, il suffit de ve´rifier que f est un morphisme universellement submersif a` fibres
ge´ome´triquement connexes, ce qui re´sulte du fait que f est fide`lement plat et quasi-
compact, ainsi que du fait que G0 est connexe.
Montrons maintenant l’exactitude de la suite en pi e´t1 (X)(p
′)
. Pour cela, on utilise
la proposition 5.2 et des arguments similaires a` ceux de la preuve du lemme 4.1.
Soit un reveˆtement e´tale galoisien Y → X (de degre´ premier a` p) tel que Y0 :=
Y ×X X0 admette une section s0 : X0 →Y0. La proposition 5.2 assure qu’il existe un
groupe line´aire connexe G˜, une isoge´nie centrale pi : G˜→G et un sous-groupe H˜ de
G˜ d’indice fini dans pi−1(H) tel que le morphisme naturel G˜/H˜ → X se factorise en
un isomorphisme G˜/H˜ → Y . On de´finit Y0 := Y ×X X0 et le k-groupe G˜0 := G˜×G
G0. Puisque G0 est connexe, la section s0 : X0 → Y0 induit une section s˜0 : G0 →
G˜0, dont on ve´rifie que c’est un morphisme de groupes. Cela permet d’identifier
G0 avec la composante neutre de G˜0, et donc de voir G0 comme un sous-groupe
distingue´ de G˜. On note alors G˜′ := G˜/G0. De´finissons Y ′ comme le quotient de
G˜′ par l’image H˜/H˜0 de H˜ dans G˜′. Alors Y ′ → X ′ est un reveˆtement e´tale fini
connexe, et par construction on a Y ′×X ′ X ∼= G˜/H˜ au-dessus de X , donc on a une
factorisation Y ′×X ′ X ∼= G˜/H˜
∼
→Y → X . Cela conclut la preuve de l’exactitude de
la suite du lemme. 
5.4. De´monstration du the´ore`me 5.1. Si X est un espace homoge`ne satisfaisant les
hypothe`ses du the´ore`me 5.1, on reprend les constructions auxiliaires de la section
2. On dispose des morphismes surjectifs de paires
(G,X)← (GY ,Y )→ (GZ,Z)→ (GW ,W ) .
On ve´rifie facilement que chacun des deux premiers morphismes de paires ve´rifie
les hypothe`ses du lemme 5.3. Par conse´quent, le lemme 5.3 assure que les suites
naturelles suivantes
pi e´t1 (Gss/Hkercar,y)(p
′) → pi e´t1 (Y,y)
(p′) → pi e´t1 (Z,z)
(p′) → 1
pi e´t1 (Q,1)(p
′) → pi e´t1 (Y,y)
(p′) → pi e´t1 (X ,x)
(p′) → 1
sont exactes. Puisque le morphisme Gss → Gss/Hkercar est universellement
submersif et a` fibres ge´ome´triquement connexes, le corollaire 5.6 de [Gr],
expose´ IX, assure que le morphisme pi e´t1 (Gss,1)(p
′) → pi e´t1 (Gss/Hkercar,y)(p
′) est
surjectif. Or pi e´t1 (Gss,1)(p
′) = 0 car Gss est semi-simple simplement connexe. Donc
finalement pi e´t1 (Gss/Hkercar,y)(p
′) = 0, et on a un isomorphisme canonique
(5.1) pi e´t1 (Y,y)(p
′) ∼→ pi e´t1 (Z,z)
(p′) .
On va maintenant de´montrer le the´ore`me pour (GW ,W ), puis pour (GZ ,Z), puis
pour (GY ,Y ), et enfin pour (G,X).
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Comme W est un espace principal homoge`ne du tore GW , par le lemme 4.3 il y
a un isomorphisme canonique GW∗⊗ZZ(p′)
∼
→ pi e´t1 (W,w)(p
′)(−1). Puisque GW∗ =
Hom(ĜW ,Z) = Ext0Z(ĜW ,Z), on obtient un isomorphisme canonique
Ext0Z(ĜW ,Z)⊗ZZ(p′)
∼
→ pi e´t1 (W,w)(p
′)(−1),
ce qui de´montre le the´ore`me pour (GW ,W ).
Comme W = Z et Ext0Z(ĜW ,Z) = Ext0Z([ĜZ → ĤZ〉,Z) (voir § 3.6), on obtient
un isomorphisme canonique
(5.2) Ext0Z([ĜZ → ĤZ〉,Z)⊗Z(p′) ∼→ pi e´t1 (Z,z)(p
′)(−1) ,
ce qui de´montre le the´ore`me pour (GZ,Z).
On sait que ĜY = ĜZ et ĤY = ĤZ , donc on de´duit de (5.1) et (5.2) un
isomorphisme canonique
Ext0Z([ĜY → ĤY 〉,Z)⊗Z(p′)
∼
→ pi e´t1 (Y,y)
(p′)(−1) ,
ce qui de´montre le the´ore`me pour (GY ,Y ).
De´duisons-en maintenant le the´ore`me pour (G,X) : conside´rons le diagramme
suivant a` lignes exactes :
(5.3)
Ext0Z(Q̂,Z)⊗Z(p′) //
∼=

1′
Ext0Z([ĜY → ĤY 〉,Z)⊗Z(p′)
∼=

// Ext0Z([Ĝ → Ĥ〉,Z)⊗Z(p′)

✤
✤
✤
// 0
pi e´t1 (Q,1)(p
′)(−1) λ∗ // pi e´t1 (Y,y)(p
′)(−1)
ϕ∗ // pi e´t1 (X ,x)
(p′)(−1) // 0 ,
dont l’exactitude de la seconde ligne a e´te´ de´montre´e plus haut, et dont celle de
la premie`re provient de la suite exacte (3.1) et de l’exactitude a` droite du produit
tensoriel. On de´montre que le rectangle 1′ est commutatif comme on de´montre la
commutativite´ du rectangle 1 du diagramme (3.2). Le diagramme (5.3) permet
bien de de´finir la fle`che en pointille´s, dont on de´montre comme en § 3.9 qu’elle ne
de´pend pas du plongement j : H tor →Q. Finalement, cela de´montre que l’on a bien
un isomorphisme canonique
Ext0Z([Ĝ → Ĥ〉,Z)⊗Z(p′)
∼
→ pi e´t1 (X ,x)
(p′)(−1) ,
ce qui conclut la preuve du the´ore`me 5.1. 
Remerciements : Nous remercions chaleureusement Tama´s Szamuely pour ses
pre´cieux commentaires.
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